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Kurzfassung: Die Modellierung des mechanischen Materialverhaltens von Werkstoffen
wie z. B. Stahl bei Uberschreiten der FlieBspannung erfordert die Berticksichtigung der
Plastifizierung und der damit verbundenen irreversiblen Verformungen. Die nichtlineare
Beziehung zwischen Dehnungen und Spannungen bedingt einen nichtlinearen Zusam-
menhang zwischen Lasten und Verschiebungen. Zur Lésung ist ein iteratives Vorgehen
erforderlich. Verwendet wird die Deformationstheorie.

1 Rheologisches Modell

Einaxiale Zugversuche lassen bei duktilen Werkstoffen wie z. B. Baustahl einen ausge-
pragten FlieRbereich erkennen. Vereinfachend wird das nichtlineare Verhalten durch
eine bilineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung modelliert. (s. Abbildung 2)

Dieses Werkstoffverhalten kann durch ein einfaches Modell beschrieben werden. Hier-
zu wird eine Parallelschaltung eines HOOKEschen Elements mit einem SAINT VEN-
ANTschen Element mit einem HOOKEschen Element in Reihe geschaltet (s. Abbildung
1). Beim HOOKEschen elastischen Element, das als Feder dargestellt wird, besteht
eine lineare Beziehung zwischen der Spannung und der Verzerrung. Fur ein idealplasti-
sches Materialverhalten steht das SAINT VENANTsche plastische Element, das als
Reibklotz dargestellt wird. Die Kraft wird hier tber COULOMBsche Reibung, bei der
Haft- und Gleitreibungsindex identisch sind, Ubertragen. Die Beziehung zwischen
Spannung und Verzerrung kann mit Hilfe einer Hea-

vyside-Funktion beschrieben werden, deren Sprung- o
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Abbildung 1: Rheologisches Modell Abbildung 2: &-0 Beziehung



stelle bei der FlieRspannung oy liegt. Wird flr die zweite Feder ein Elastiziatsmodul K=0

gewahlt, so erhalt man ein idealplastisches Verhalten, fir K>0 eine isotrope Verfesti-

gung. Beim Grenzwert K- bleibt das System auch fur o>o, linear elastisch, da
EK

lim =E.
Ko E+K

Das Verhalten dieses Systems ist geschwindigkeitsunabhangig. Viskoses Materialver-
halten bleibt bei der ratenunabhangigen Plastizitat unbericksichtigt. Die hier betrachte-
ten eindimensionalen Zusammenhange kdnnen auf den dreidimensionalen Fall tbertra-
gen werden.

2 Fliel3flache

Versuche zeigen, daf3 bei den betrachteten Materialien ein hydrostatischer Spannungs-
zustand keine Plastifizierung hervorruft. Auferdem bleibt das Volumen bei einer Plasti-
fizierung konstant. Betrachtet man das Kristallgitter, kann man sich den Prozel} als Ver-
schiebung an einer Gleitflache vorstellen. Der hydrostatische Anteil der Spannung ist
unbeteiligt.

Im dreidimensionalen Hauptspannungsraum kdnnen die Spannungen als dreidimensio-
nale Vektoren gedeutet werden. Der hydrostatische Zustand wird durch Punkte der
Raumdiagonalen beschrieben. Ein beliebiger Spannungsvektor a3t sich in einen hy-
drostatischen Anteil und einen dazu orthogonalen deviatorischen Anteil, einem Vektor
auf der Deviatorebene mit dem Normalenvektor (1,1,1)", aufspalten. Dies laRt sich unter
Verwendung der Invarianten auch auf den allgemeinen zweistufigen symmetrischen
Spannungstensor Ubertragen.

Betrachtet man die Hauptspannungen o mit

I(o)=tr(o)
= Ull + 0-22 + 0-33

(2.1)

als erster Invarianten, so erhalt man fur den hydrostatischen Anteil, den Kugeltensor

L 0 0
c°=0 2 0 (2.2)
0 0 %
und fir den Deviator o®
o =dev(o
© e
=0-0

Durch Einsetzen von (2.2) erhalt man
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Die Frobeniusnorm |0 =,/0,0, des Spannungsdeviators hangt direkt von seiner zwei-

|o°]= /23, (o) (2.7)

Im Hauptspannungsraum liegen alle Punkte, deren Deviator die gleiche Norm besitzen,
auf der Oberflache des Zylinders mit der Raumdiagonalen als Achse. Bei der HUBER-
VON MISES-HENCKY-FlieBbedingung erhélt man fir Spannungspunkte innerhalb ei-
nes solchen Zylinders elastisches und auf der Oberflache plastisches Materialverhalten.
Der Radius dieses Zylinders wird aus einem einaxialen Zugversuch gewonnen. Die er-
mittelte Flielspannung sei

ten Invarianten ab:

(o, 0 0)
6,= 0 0 0 (2.8)
0O 0O
und somit
(2 0 0)
0,=0 -3 0 o, (2.9)
0 0 -1
|02 =20, (2.10)

Gleichungen (2.10) und (2.7) motivieren folgende Definition einer skalaren Vergleichs-
spannung oy, die direkt mit der Flie3spannung oy verglichen werden kann:

o~ il
=35, (o)

Als VON MISES-Flie3bedingung ergibt sich

(2.11)



f =33,(0)-0,(a)<0 (2.12)

mit 00(0() =0, +Ka. Da die Erfullung der FlieBbedingung allein von der zweiten Invari-

anten des Spannungsdeviators J, abhéngt, spricht man von J,-Plastizitat.

Zweistufige symmetrische Tensoren werden im folgenden als Vektor und vierstufige
symmetrische Tensoren als Matrix dargestellt.

3 Kinematische und konstitutive Gleichungen

Fur kleine Verschiebungen u kann der Verschiebungsgradient additiv in den symmetri-
schen infinitesimalen Verzerrungstensor € und den antisymmetrischen Drehtensor zer-
legt werden.

& :E(%+%\ (3.1)
2 0x; 0x
Die Verzerrung setzt sich wiederum additiv aus einem elastischen und plastischen An-
teil zusammen:
e=¢g*+gf (3.2)
Im elastischen Fall kann mit Hilfe des Elastizitatstensors C die Spannungen ¢ mit
o = Ce berechnet werden. Fir isotrope Materialien gilt:

(o) (I-v v v 0 0 0 Vg,)
0,, 1-v v 0 0 0 &,
O35 _ E 1-v O 0 0 &4 (3.3)
o, (1-2v)(1+v) i-v 0 0 v,
Oy z7v 0 Yas
O3 sym. 77V Vi

mit y; =2¢; . E bezeichnet den Elastizitatsmodul und v die Querdehnzahl. Eine Ver-

gleichsverzerrung €y laRt sich tber das Potential T herleiten:

M =o¢
—o,¢, (3.4)
bzw.
EeZ =¢eCe
E(1-v) (3.5)

:%'z(E)J’W('l(S»Z

Fur die elastische Vergleichsverzerrung &,° erhalt man

& =\/%J2 (ae)+3(1f12))(|1(a‘3))2 (3.6)




Die plastische Vergleichsverzerrung &,° wird unter der Annahme plastischer Inkompres-
sibilitat, d. h. als Grenzwert fir v - % zu

e = /43, (¢ (3.7)

2
Analog laldt sich auch (2.11) durch OEV =0C'o und v % herleiten.

Bei einer Entlastung wird der Belastungspfad verlassen. Der Entlastungspfad ist parallel
zum elastischen Pfad. Bei der Deformations-, bzw. HENCKY-Theorie wird dies nicht
bertcksichtigt. Die Spannungs-/Dehnungs-Beziehung ist hier eindeutig. Falls keine
Entlastung vorkommt, kann das Rechenmodell dquivalente Ergebnisse zur Flielstheorie
liefern. Wie aus Abbildung 2 zu ersehen ist gilt:

=E
OTEsE (3.8)
= Ee®
Der Sekantenmodulus ergibt sich zu
o
[ —~ 9 K falls Ez >0,
E.= ¢ e E+K (3.9)
E falls E<o,
Aus (3.2) und (3.8) folgt
eP :g—se
= 3.10)
(1 1) .
= —-=0
E. E

Bei der assoziierten Fliel3regel wird vorausgesetzt, dafd die Verzerrungsgeschwindigkeit
¢” normal zur FlieRflache verlauft. Im Falle der VON MISES FlieRbedingung ist der
Spannungsdeviator o° normal zur FlieRflache:

o _
&= 5 (3.11)
=co”
Es wird angenommen, daR diese Normale wahrend eines Zeitschritts konstant bleibt. °
ist somit proportional zum Spannungsdeviator und aus (3.10) und (2.9) folgt

gP :§(i——1\0'3 (3.12)
2 E E
3.1 Ebener Verzerrungszustand
Bei einer Scheibe mit ebenem Verzerrungszustand gilt €,, =0, sowie €,=¢,,=0. Auf-
grund von (3.2) ist
€3, +€5,=0 (3.13)
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Durch Einsetzen von (3.16) in €=C™c bzw.

(€8

€2
€3
Yr2
Yas
Yis

erhalt man

Auch beim plastischen Anteil wird (3.16) in

€33 (033 V(011+022))
823 = §(i__1\023
2 E E
(1 1Y \
= E__E 033——(011+022)
1(, E )
Oy = 1+ (2\) ]) (011"'022)
(1 -v -v 0 0 0 Vo,
1 v 0 0 0 o,
1 1 0 0 0 o,
E 2(1+v) 0 0 o,
2(1+v) 0 0,
sym ABv) o,
(1—!+V_Es(—2\;) SBya¥E-z) o )
2 2E 2 2E (0,,)
v VE H
1-—+—=(1- 0 o
2 2E( ) 2
sym. A V) 012
() (1 -1 -1 0 0 0oy,)
£, 1 -100 0 o,
e, _E-E 1 0 0 0 oy
Yiz EE 3 00 op
Yas 3 0 0y
Yia sym. 3 0y

eingesetzt und man erhélt

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)



3. Ea) -3+B(1-a) o

(&) e 4 4E 34 Ez:E (6.,)

e, =—— —+—=(1-2 0 o 3.20
iZ E 4 4E( ) 22 ( )
ylZ Sym' 3 012

Addition nach (3.2) und Invertierung der Matrix fuhrt zu

0=Cg¢ (3.21)
mit
((2v-)E-E (- ) E- E 0 )
cs=( = = ) (v-)E-E 0 (3.22)
3+ 2(2v-3(2-3  sym (-9§

E
Fir Es — E erhalt man den elastische Materialtensor.

4  Algorithmus

Die Gleichungen aus Abschnitt 3 dienen als Grundlage fur das folgende Berechnugs-
schema (nach [9]):

1. Durchfuhrung einer linear elastischen (adaptiven) FE-Berechnung zur Bestimmung
der elastischen Verzerrungen ¢€°.
2. Berechnung der elastischen Vergleichsverzerrungen &,° nach (3.6) und initialisieren
von i=0 und &,'=¢,® an jedem GaufRpunkt.
3. lteration:
a) Berechnen des Sekantenmodulus Es nach (3.9) mit e=¢,' an jedem GauBpunkt.
b) Fur alle plastischen Punkte g,>gy, muld der Materialtensor nach (3.22) sowie die
entsprechende Elementsteifigkeitsmatrix neu berechnet werden.
c) Ermittelung der neuen Verzerrungen durch eine FE-Berechnung.
d) Uber (3.21) erhalt man o und (3.18) und (3.20) fiihren auf €° und &€P.
e) Die Vergleichsverzerrungen &,** berechnen sich aus (3.6), (3.7) und (3.2).

i+l i
€, —€ . : . : :
f) Falls |~——% < tol wird Iteration beendet, ansonsten i inkrementiert und die Ite-

\%

ration mit Punkt 3 a) fortgesetzt.



5 Numerisches Beispiel

Als Berechnungsbeispiel dient eine quadratische

Scheibe der Dicke 1 mit einer Seitenlange von 20, TTTTTTTTTTTTTTT?TTTmmmm

die in der Mitte ein kreisférmiges Loch mit Radius |

1 hat. Die Scheibe wird auf Zug belastet, indem an =1

zwei gegeniberliegenden Seiten eine Streckenlast (!
py=300 aufgebracht wird. Das Material besitzt ei- A

nen Elastizititsmodul von E=206,89994 und eine A °
Querdehnzahl v=0,29. Bei idealplastischem Mate- A
rialverhalten K=0 ist die FlieRspannung o,=450. Betrachteter Punkt d

Aus Symmetriegrinden wird nur ein Viertel der i 3

Struktur berechnet und entsprechende Randbe- &= &= &= & & & &
dingungen eingefihrt (s. Abbildung 3). |

Betrachtet wird der Punkt am Rand des Lochs, wo 9 1
die Querschnittsflache in Zugrichtung minimal ist Abbildung 3: Berechnungsbeispiel
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Abbildung 4: Fehler fir @, fur p=1 bis 8
(s. Abbildung 3). Der Referenzwert fiir die Spannung oyy ist [10] entnommen und betragt
0,,*'=517,453434. Fiir die berechnete Ergebnisse kann ein Fehler durch

o - c).ref
bt N (5.1)

angegeben werden. Dieser wird im doppellogarithmischen Mal3stab in Abhangigkeit von
den Unbekannten der FE-Berechnung in Abbildung 4 aufgetragen. Wenn man die
Startpunkte der Kurven in Abbildung 4 vergleicht, ist zu erkennen, daf3 fur kleine Poly-



nomgrade der Fehler relativ grol3 bleibt. Ansétze héherer Ordnung sind nicht anfallig fur
das ,poisson ratio locking“ und so sind vorzugsweise Ansatze p=4 zu verwenden. Eine
gleichmafie Konvergenz wurde nicht erreicht.
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